7.
Szeregi liczbowe i funkcyjne

7.1.
Szereg liczbowy

Rozważmy ciąg liczbowy (an), który może być zbieżny lub rozbieżny:
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(7.1)

Z wyrazów ciągu (7.1) tworzymy nowy ciąg 
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którego n-ty wyraz jest sumą n początkowych wyrazów ciągu (an). Mamy więc:
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Ogólnie 
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 dla każdego naturalnego n.

Przykład 7.1. Biorąc pod uwagę ciąg (an) o n-tym wyrazie 
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  możemy z jego wyrazów utworzyć ciąg sum. Zauważmy, że jest to ciąg geometryczny o ilorazie q = 1/2, więc łatwo wyznaczyć sumę n początkowych wyrazów ciągu (an):
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Ciąg (sn) jest następujący:
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Definicja 7.1. Ciąg (sn) nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy symbolem 
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, gdzie wyrazy ciągu (sn) nazywamy sumami częściowymi, natomiast an wyrazem ogólnym szeregu liczbowego.

Szereg liczbowy 
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 nazywamy zbieżnym, jeżeli ciąg (sn) jest zbieżny do granicy właściwej:
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(7.2)

natomiast rozbieżnym w przypadku przeciwnym. Granicę (7.2) nazywamy sumą szeregu.

Zamiast 
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 piszemy też:



[image: image15.wmf]s

a

n

n

=

å

¥

=

1

.

Przykład 7.2. Szereg:
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czyli:



[image: image17.wmf]K

K

+

+

+

+

+

n

2

1

8

1

4

1

2

1


jest zbieżny, ponieważ ciąg sum częściowych, którego n-tym wyrazem jest 
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czyli:
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Na rysunku 7.1 przedstawiono interpretację geometryczną wyrazów szeregu liczbowego (7.3) (pola a1, a2, a3, ...) oraz jego sumy, która tworzy pole kwadratu o boku 1.
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Rys. 7.1. Szereg liczbowy o wyrazie ogólnym 
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Przykład 7.3. Zbadać zbieżność szeregu:
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Rozwiązanie. Ciąg sum częściowych (sn) jest następujący:
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czyli:
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Zauważmy, że zarówno w dowolnym otoczeniu liczby 1, jak i w otoczeniu zera znajduje się nieskończenie wiele wyrazów ciągu (sn). Zatem liczby 1 i 0 są punktami skupienia ciągu (sn) (definicja 3.12). Stąd wynika, że granica 
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 nie istnieje, ponieważ ciąg, który ma więcej niż jeden punkt skupienia nie ma granicy. Więc szereg 
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7.1.1.
Warunek konieczny zbieżności szeregu liczbowego

Twierdzenie 7.1. Warunkiem koniecznym zbieżności szeregu 
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Dowód pomijamy.

Jeżeli warunek z twierdzenia 7.1 nie jest spełniony, to szereg jest rozbieżny.

Przykład 7.4. Zbadać zbieżność szeregu  
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Rozwiązanie. Jest to szereg rozbieżny, ponieważ nie spełnia warunku koniecznego zbieżności szeregu:
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7.1.2.
Kryteria zbieżności szeregu liczbowego

Kryteria zbieżności dla szeregów o wyrazach nieujemnych:

1.
Kryterium całkowe zbieżności szeregu o wyrazach dodatnich i malejących. Niech an ( f (n), tworzymy funkcję malejącą f (x) o własności f (x)(x ( n ( an. Jeżeli całka 
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 jest zbieżna, to szereg 
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 jest zbieżny, jeżeli całka ta jest rozbieżna, to szereg jest rozbieżny.

2.
Kryterium d'Alamberta zbieżności szeregu o wyrazach dodatnich. Jeżeli istnieje granica (właściwa albo niewłaściwa): 
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to szereg 
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 jest zbieżny, gdy r < 1, natomiast rozbieżny, gdy r > 1.

3.
Kryterium Cauchy'ego zbieżności szeregu o wyrazach nieujemnych. Jeżeli istnieje granica (właściwa albo niewłaściwa): 
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 jest zbieżny, gdy r < 1, natomiast rozbieżny, gdy r > 1. 

4.
Kryterium porównawcze. Porównanie szeregów o wyrazach dodatnich
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(7.4)
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(7.5)

Jeżeli an ( bn i szereg (7.5) (zwany majorantą szeregu (7.4)) jest zbieżny, to szereg (7.4) też jest zbieżny.

Jeżeli an ( bn  i szereg (7.5) (zwany szeregiem majoryzowanym) jest rozbieżny, to szereg (7.4) też jest rozbieżny.

Szereg 
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) nazywamy szeregiem naprzemiennym (lub znakozmiennym).

Kryteria zbieżności dla szeregów naprzemiennych:

1.
Kryterium Leibniza. Szereg naprzemienny:
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jest zbieżny, jeżeli istnieje N takie, że dla każdego n > N spełnione są warunki:
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2.
Zbieżność bezwzględna. Szereg
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(7.6)

jest zbieżny, jeżeli zbieżny jest szereg
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(7.7)

W przypadku, gdy szereg (7.7) utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu (7.6) jest zbieżny to mówimy, że szereg (7.6) jest szeregiem zbieżnym bezwzględnie. 

Jeżeli szereg (7.6) jest zbieżny, ale szereg (7.7) utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu (7.6) jest rozbieżny, to szereg (7.6) nazywamy szeregiem zbieżnym warunkowo.

Przykład 7.5. Zbadać zbieżność szeregu:
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nazywanego szeregiem harmonicznym rzędu  .

Rozwiązanie. 

Przypadek 1.  Zakładamy, że 0 <  < 1. Stosujemy kryterium całkowe 
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Z założenia:  0 <  < 1,

otrzymujemy:  –1 < – < 0 ( 0 < – + 1 < 1,

zatem:
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 jest rozbieżna. Na mocy kryterium całkowego szereg (7.8) dla 0 <  < 1 jest rozbieżny.

Przypadek 2.  Zakładamy, że  ( 1. Szereg (7.8) przyjmuje postać: 
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Badamy kryterium całkowe. Niech 
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zatem:
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 jest rozbieżna i szereg (7.8) dla  ( 1 również jest rozbieżny.

Przypadek 3.  Zakładamy, że  > 1. Sprawdzamy kryterium całkowe zbieżności szeregów. Niech 
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Z założenia wiemy, że   > 1, więc – < –1, czyli – + 1 < 0,  – 1 > 0.

Zatem:
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 jest zbieżna, stąd na mocy kryterium całkowego szereg (7.8) dla  > 1 jest zbieżny.

Wniosek. Szereg harmoniczny rzędu  :
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jest zbieżny dla 
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Przykład 7.6. Zbadać zbieżność szeregu  
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Rozwiązanie. Stosujemy kryterium d'Alamberta:



[image: image71.wmf]n

n

n

a

5

!

=

,  
[image: image72.wmf]1

1

5

)!

1

(

+

+

+

=

n

n

n

a

,

więc:
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Korzystając z kryterium d'Alamberta widzimy, że badany szereg jest rozbieżny.

Przykład 7.7. Zbadać zbieżność szeregu  
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Rozwiązanie. Widzimy, że ciąg wyrazów szeregu jest nierosnący o wartościach dodatnich:
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Wykorzystamy kryterium całkowe zbieżności szeregu. Niech:
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otrzymujemy:
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Zgodnie z kryterium całkowym 
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 jest rozbieżna, więc szereg 
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Przykład 7.8. Zbadać zbieżność szeregu  
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Rozwiązanie. Zbadamy zbieżność danego szeregu wykorzystując kryterium porównawcze, zgodnie z którym szereg będzie zbieżny, jeśli zbieżna jest majoranta tego szeregu. Jako szereg majoranta przyjmujemy szereg:
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Na podstawie szeregu (7.9) wiemy, że szereg (7.10) jest zbieżny, jako szereg harmoniczny rzędu 2. Niech 
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 jest zbieżny, szereg 
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Przykład 7.9. Zbadać zbieżność szeregu  
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Rozwiązanie. Rozpatrzmy wyraz ogólny 
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 szeregu. Obliczmy granicę:



[image: image93.wmf]0

3

1

2

3

1

lim

lim

¹

=

+

-

=

¥

®

¥

®

n

n

a

n

n

n

.

Nie jest spełniony warunek konieczny zbieżności szeregu, więc dany szereg jest rozbieżny.

Przykład 7.10. Zbadać zbieżność szeregu naprzemiennego: 
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Rozwiązanie. Badamy zbieżność szeregu utworzonego z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu naprzemiennego, czyli szeregu:
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Sprawdzamy kryterium Cauchy'ego: 
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Ponieważ powyższa granica jest mniejsza od 1, na mocy kryterium Cauchy'ego szereg utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu naprzemiennego 
[image: image97.wmf]å
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 jest zbieżny, czyli badany szereg jest zbieżny bezwzględnie.

Przykład 7.11. Zbadać zbieżność bezwzględną i warunkową szeregu naprzemiennego: 
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Rozwiązanie. Sprawdzamy czy dany szereg naprzemienny jest zbieżny bezwzględnie. Szereg utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów badanego szeregu jest następujący:
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Dla zbadania zbieżności szeregu wartości bezwzględnych skorzystamy z kryterium całkowego zbieżności szeregu, zatem:
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Na mocy kryterium całkowego zbieżności szeregów, jeżeli 
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 jest rozbieżna, to szereg utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu naprzemiennego jest rozbieżny, zatem szereg naprzemienny 
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Sprawdzamy czy szereg 
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 jest zbieżny warunkowo. Zastosujmy kryterium Leibniza. Wypiszmy kilka pierwszych wyrazów szeregu:
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i zapiszmy wartości bezwzględne kolejnych wyrazów szeregu w następującej postaci: 
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Łatwo zauważyć, że zachodzą nierówności:
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Na podstawie kryterium Leibniza stwierdzamy, że badany szereg jest zbieżny. Jednakże jest on zbieżny warunkowo, ponieważ szereg utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów szeregu naprzemiennego jest rozbieżny.

7.2.
Szereg funkcyjny

Szereg, którego wyrazami są funkcje, nazywamy szeregiem funkcyjnym:
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(7.11)

Zakładamy, że wszystkie funkcje fi(x) są określone i ciągłe w tym samym przedziale skończonym lub nieskończonym. Szereg (7.11) może być dla 
pewnych wartości x zbieżny, a dla innych rozbieżny. Wartość x ( x0, w którym szereg liczbowy f1 (x0) + f2 (x0) + ... + fn (x0)  jest zbieżny, nazwa się punktem zbieżności szeregu. Zbiór wszystkich punktów zbieżności szeregu nazywamy obszarem zbieżności szeregu (mówimy, że szereg jest zbieżny w tym obszarze). Obszarem zbieżności szeregu bywa zwykle pewien przedział osi OX.

Funkcję:
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nazywamy sumą szeregu funkcyjnego, a różnicę:
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resztą szeregu funkcyjnego.

Szereg (7.11) nazywamy szeregiem jednostajnie zbieżnym w przedziale [a, b], jeżeli dla dowolnego  > 0 istnieje taki wskaźnik N, że gdy n > N, to dla dowolnego x z przedziału [a, b] jest spełniona nierówność:
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Kryterium jednostajnej zbieżności (Weierstrassa). Szereg (7.11) jest zbieżny bezwzględnie i jednostajnie w przedziale [a, b], jeżeli istnieje zbieżny szereg liczbowy o wyrazach dodatnich
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7.2.1.
Szereg potęgowy

Szeregiem potęgowym nazywamy szereg funkcyjny w postaci:
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(7.12)

Twierdzenie 7.2 (Abela). Jeśli szereg potęgowy (7.12) jest zbieżny w punkcie 
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Dowód pomijamy.

Definicja 7.2. Promieniem zbieżności szeregu potęgowego nazywamy kres górny zbioru {( xi (, xi – punkt, w którym szereg jest zbieżny} i oznaczamy literą R.

Na podstawie definicji 7.2 i twierdzenia 7.2 widzimy, że dla ( x ( < R szereg jest zbieżny, natomiast jeżeli ( x ( > R, to szereg jest rozbieżny. Na krańcach przedziału zbieżności, czyli dla x ( R i x ( –R należy badać zbieżność każdego szeregu indywidualnie.

Promień zbieżności R można wyznaczyć ze wzoru:
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W szczególności, jeżeli granica (7.13) jest równa zeru, to szereg (7.12) jest zbieżny bezwzględnie na całej osi OX, a gdy granica (7.13) jest równa (, to szereg potęgowy (7.12) jest zbieżny tylko w punkcie x ( 0.

W dowolnym przedziale [a, b], leżącym wewnątrz przedziału zbieżności 
(–R, R), szereg potęgowy jest zbieżny nie tylko bezwzględnie, ale i jednostajnie.

Przykład 7.12. Znaleźć promień i przedział zbieżności szeregu potęgowego:
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a następnie zbadać jego zbieżność na krańcach przedziału zbieżności.

Rozwiązanie. Do znalezienia promienia i przedziału zbieżności szeregu potęgowego wykorzystujemy wzór (7.13):
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Więc mamy:
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czyli:
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Zatem:
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Wynik pokazuje, że szereg potęgowy jest zbieżny dla x ( (–1, 1). 

Badamy zbieżność szeregu na krańcach przedziału zbieżności. 

Jeśli x ( 1, to otrzymujemy szereg harmoniczny rzędu 2:
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Na podstawie wniosku z przykładu 7.5 wiemy, że szereg jest zbieżny.

Dla x ( –1, otrzymujemy szereg przemienny: 
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Szereg wartości bezwzględnych szeregu (7.15) jest równy szeregowi (7.14), więc szereg (7.15) jest bezwzględnie zbieżny, ponieważ zbieżny jest jego szereg wartości bezwzględnych.

Ostatecznie otrzymujemy, że szereg potęgowy 
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Przykład 7.13. Znaleźć promień i przedział zbieżności szeregu potęgowego: 
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Rozwiązanie. Aby wyznaczyć promień zbieżności korzystamy ze wzoru (7.13):
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gdzie:
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więc:
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stąd: 1/R ( 0. Ostatecznie promień zbieżności R równa się (, zatem szereg 
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7.2.2.
Szereg Taylora i Maclaurina

Weźmy pod uwagę wielomian:
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(7.16)

gdzie c0, c1, c2, c3 są stałymi. Obliczamy pochodne:
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(7.17)
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Jeżeli w wyrażeniach (7.16), (7.17), (7.18) i (7.19) podstawimy zero za x, to otrzymamy:
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skąd:
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Podstawiając powyższe współczynniki do wielomianu (7.16) otrzymujemy:
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(7.20)

Wielomian (7.16) wyraziliśmy w potęgach zmiennej x i wartościach wielomianu oraz jego pochodnych w punkcie zero.

Zamiast rozkładać wielomian według potęg x, możemy go również rozkładać według potęg x – a, gdzie a jest dowolną liczbą. Podstawmy do (7.16) x ( a + t, czyli x – a ( t, gdzie  t  jest nową zmienną. Otrzymujemy wówczas:
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czyli:
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Grupując odpowiednio wyrazy otrzymujemy:
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Oznaczając:
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gdzie C0, C1, C2, C3 są nowymi stałymi, otrzymujemy:
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(7.20)

Wracając do zmiennej  x  mamy:



[image: image163.wmf]3

3

2

2

1

0

)

(

)

(

)

(

)

(

a

x

C

a

x

C

a

x

C

C

x

f

-

+

-

+

-

+

=

.

Obliczamy pochodne:
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Przyjmując, że  x ( a  otrzymujemy:
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Podstawiając te wartości do (7.20) otrzymujemy:
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W analogiczny sposób każdy wielomian stopnia n
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możemy zapisać w postaci
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(7.21)

Wzór (7.21) nazywamy szeregiem Taylora dla wielomianów. Wzór ten wskazuje, że wartości wielomianu i jego pochodnych w dowolnym punkcie a określają ten wielomian dla wszystkich wartości  x. 

Podstawiając we wzorze (7.21) 
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 otrzymujemy szereg Maclaurina dla wielomianów:
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Szereg Taylora dla wielomianów można uogólnić na funkcje nie będące wielomianami. Można udowodnić następujące twierdzenia:

Twierdzenie 7.3. Szereg Taylora. Jeżeli funkcja f ma w przedziale [a, b] pochodne aż do rzędu  n  włącznie, to:
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gdzie 
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Dowód pomijamy.

Jeżeli we wzorze (7.22) przyjmiemy a ( 0, otrzymamy szereg Maclaurina dla dowolnej funkcji f:



[image: image179.wmf])

(

!

2

)

0

(

!

1

)

0

(

)

0

(

)

(

2

x

R

x

f

x

f

f

x

f

n

+

+

¢

¢

+

¢

+

=

K
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gdzie: 
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Przykład 7.14. Rozwinąć w szereg Maclaurina funkcję 
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Rozwiązanie. Jeżeli dla dowolnej liczby naturalnej  n:
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to korzystając ze wzoru (7.23) otrzymujemy rozwinięcie funkcji 
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7.2.3.
Zastosowanie szeregu potęgowego do obliczenia wartości całki 
oznaczonej

Za pomocą szeregu potęgowego możemy obliczyć niektóre całki oznaczone.

Przykład 7.15. Obliczyć z dokładnością do 0,001 całkę oznaczoną:
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Rozwiązanie. Wykorzystujemy rozkład w szereg potęgowy funkcji:
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skąd mamy:
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wówczas:
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Otrzymaliśmy zbieżny szereg naprzemienny, który spełnia kryterium zbieżności Leibniza. Aby otrzymać wartość całki z dokładnością do 0,001 wystarczy ograniczyć się do sumy dwóch pierwszych wyrazów. Ponieważ wartość bezwzględna trzeciego wyrazu otrzymanego szeregu jest mniejsza od 0,001, wynik przedstawia się następująco:
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Zadania

1.
Zbadać zbieżność następujących szeregów:
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2.
Mając daną sumę częściową 
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 szeregu znaleźć ogólny wyraz szeregu oraz jego sumę: 
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3.
Obliczyć promień zbieżności szeregu i zbadać jego zbieżność na krańcach przedziału zbieżności: 
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4.
Rozwinąć funkcję w szereg Maclaurina: 
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5.
Rozwinąć w szereg Taylora funkcję: 
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6.
Obliczyć całkę oznaczoną z dokładnością do 0,001: 
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